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Zur  De f in i t i on  des e f fekt iven  Po ten t ia l s  II  

Von 

H. PREUSS* 

Es wird gezeigt, da6 die vor einiger Zeit vom Verfasser angegebene Giitedefinition der 
N~herungsl6sungen der Schr6dingergleichung mit einem sehon bekannten Variationsverfahren 
in Zusammenhang gebracht werden kann, wenn der Begriff des effektiven Potentials eingefiihrt 
wird. 

There existes a relation between a definition for the quality of an approximate solution of 
the Schroedinger equation, earlier given by the auther, and a method of variation, already 
known, if one introduces the notion ,,effective potential". 

La d6finition de qualit6 d0nn6e pr6e6demment pour les solutions approximatives de l'6qua- 
tion de Sehroedinger peut 6ire li6,e & un proe6d6 wriationel d6j& connu, par introduction du 
,,potentiel effectif". 

In einer friiheren Arbeit des Verfassers [5] wurde auf  die M6glichkeiten von 

Giitedefinit.ionen der N~herungslSsungen t~ der SchrSdingergleichung 

(y~- ~)T~ = 0; I T~  Ts, 47 = ~ ,  (i) 
eingegangen und vorgeschlagen, diese in der Form 

J" ff ( ~  - ~) ]~  ~-~ = ~ q, ~ )  (2) 
einzuffihren, indem die Gr6Be yon ~2 (/, ~s) ein NaB daffir isK wie gut die mit  

tPs (s = 0 , i ' . ' )  zu bildenden Erwartungswerte und ~bergangselemente yon f zu 

erwarten sind. Dabei ergab sich unter anderem, dal~ ~2 (i, ~s)  kein ~ a $  fiir Inte- 

grale der Form <N I f 1 ist 
Es w/~re daher grunds~tzfieh mSgfich, ein Variationsverfahren 

72 (/, ~) = ~ n  (3) 

einzuffihren, in welehem T variiert wird. Leider ist dies in dieser Form nieht ohne 
weiteres mSglich, da in (2) auch die exakte L6sung W auftritt.  Die Forderung (3) 
1/~$t sich aber, wenn man in/~hnlicher Weise wie in einer friiheren Arbeit des Ver- 
fassers, [6] vorgeht nur in sehw&cherer Fassung auf ein brauchbares Variations- 
prinzip zuriickfiihren. 

Zerlegen wir J f  in (l) in der Form 

~,~ = ~ + d~ ~), (4) 

wobei ~ so definiert sein soil, da$ 

= T~ T~, dT = 6~, (5) 

* Anaehrift: Max Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Miinehen 23, F6hringer I~ing 6. 



Zur Definition des effektiven Potentials II 99 

gilt, so hefert die StSrungsrechnung die Darstellung 

~ = ~.~ + X / ~ r g~= <'~ ~ '  > ~ ,  + . . .  ; ( / ~  ,+). (6) 

Wie fl'fiher gezeigt [7], kann in diesem Zusammenhang durch 

Z < Ts !Jr<l> / ~8, >2 = < T:  ! ~  (1)~ ITs > - < Ts i~<x) [Ts >2 = rain, (7) 
8 ! 

(s ~ ~ s) 

ein effektives Potential definiert werden, wenn ~ f  aus einer Summe yon Ein- 

elektronenoperatoren besteht, wobei ~ aus einer ~eihe yon Determinanten 
(bestehend aus Einelektronenfunktionen) aufgebaut werden ran6. G1. (7) kann 
dann umgeformt werden in 

wenn yon (5) Gebrauch gemaeht wird. 
Bei der ersten Ordnung der StSrungsreehnung naeh (6) sind auch in der Summe, 

wenn vorhanden, die Zustiinde des Kontinuums zu berficksiehtigen. Dies ist prak- 
tiseh undurchftihrbar. Aus diesem Grunde hat man versucht, die erste Nikherung 
in (6) dadureh zu erfassen, da$ man einen Mittelwert der ,,Energienenner" vor die 
Summe zog 

~ s ~  + E=~, < ~ ( J r + I ~ , > ~ ,  + . . . ;  (~'+~) (9) 

Diese Approximation ist, wie die Erfahrung gezeigt hat, recht gut [1], und kann 
unter Umst~nden noch einen Tell der zweiten N~herung mit erfassen [2]. Im l~ah- 

men dieses N~herungsstandpunktes kann ~2 (j, ~ )  mit (8) in Zusammenhang ge- 
bracht werden, denn aus (9) folgt 

Unter der Annahme, da6 die ~//s, ein orthonormiertes System darstellen, folgt 
bei alleiniger Beriieksichtigung der ersten N~herung 

(g  # s) 

E ' 2  

wenn (7) beachtet wird. Die rechte Seite yon (ll) ist dann mit (8) identisch, 

wobei ftir j edes ~s  der ttamiltonoperator ~ nach (4) und (5) zerlegt gedacht wird. 
Die Approximation, die in (it) durch die beiden ~uSeren Seiten dargestellt wird, 
hat die bemerkenswerte Eigenschaft, dal~ (8), welches immer positiv ist, ftir die 

exakte LGsung yon ~ f  verschwindet, ebenso wie f12 (t, ~s). Man wird daher daraus 

den Schlul] ziehen kOnnen, daf~ man durch das Variationsverfahren (8) ein ~s 

erh~lt, was im wesenthchen durch einen kleinen Wert yon ~3 (i, Ws) eharak- 
terisiert ist. Anders ausgedrtickt: Beim Ansetzen eines bcstimmten Us als Varia- 
tionsansatz (mit bestimmten fi'eien Parametern) wird das aus der Energievaria- 
tion 

/,+s ir~ [ ~ > = rain (12) 
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resultierende ~s  andere Parameterwerte enthalten, als das gleiehe analytische 
Us, welehe aus (8) folgt. Einfache Testrechnungen bests diesen Zusammen- 

hang [4, 5]. Erst wenn tF s sehr gut in fast allen Raumbereichen mit ~s  fiberein- 
stimmt, dtirfte der Unterschied in den Parameterwerten nicht mehr grol} sein. 
Fiir die exakte L5sung gilt 82 (l, Us) ~---0, danaeh verschwinden nach (l l)  alle Glie- 
der in der mittleren Summe, es gilt a lso  

( ~ 8  I~f(1) 1 ~ ,  ~ = 0 (8' = 0,1 . . . ) .  (13) 

Der Operator j~(1) ist bezfiglich ~tY s zu einem Nulloperator geworden. Es ist 
nach (4) 

= ~ .  (14) 

Diese Beziehungen kSnnen prinzipiell nur erfiil1~ werden, wenn yore Ein- 
teilchenbild abgegangen wird. Anderenfalls kann dutch 

(~8 [~(1) [~-/S')2 = min (s' = 0,1.- . )  (15) 

(8',s) 

mit ~ f  nach (4) ein effektives Einteilchenpotential (effektives Potential) eingeffihrt 
werden [7]. Die bisherigen Uberlegungen kSnnen nun auch fiir den Ausdruck 

~ (/, ~s) angewendet werden. Hier erhs man mit I-rifle yon (9) die Beziehung 
1 

aus der weiter folgt 

Analog des ?3berganges von (7) nach (8) ist die rechte Seite yon (i7) mit 

~ (1, ~ )  = ~ l ~ [ ( ~  - < ~  I ~  [ ~ > )  ~]~ ~ (~s) 

identisch, wobei zwisehendurch bei der Herleitung ein ~ f  nach (4) und (5) ein- 
gefiihrt wird. Dabei ist noch zu beachten, dal~ in der Regel 

I ~ , P , ~  ~ d~ ~ ~ ~ l ~  ~ ~,~ d~ (~9) 
gilt. Der Zusammenhang zwisehen (17) und (18) kann daher mit ttiffe yon 5~ naeh 

(4) und (5) erkannt werden. Das Potential in ~ spielt hier die Rolle des bekann- 
ten ~ehlerpotentials [3], welches im Falle der Einteilchenni~herung, wenn damit 
die Forderungen ~2 (/, ~ 8 ) =  rain verknfipft werden, in das effektive Potential 
fibergeht. Dieses kann somit als Funktion yon / definiert werden. Wir wollen aber 
die ira Tell I dieser Arbeit [7] angegebene Definition bevorzugen, well damit auch in 
der Besthnmung der Energie die bekannten Gleiehungen der St6rungsrechnung 
I. 0rdnung erhalten bleiben, die zur Aufspaltung der ursprfinglich entarteten 
Zust~nde ffihren kSnnen. Dagegen ist (18), im ttinblick auf die T-Berechnung, 
ein brauchbares Variationsverfahren, welches gerade im Hinbliek auf die sparer 
zu berechnenden Erwartungswerte nnd ~bergangselemente yon ] bessere Ergeb- 
nisse zu erwarten gestattet [5], da es mit (2) zusammenh~ngt. Die in letzter Zelt 
gemachten Versuehe, die t tandhabung des Variationsveffahrens naeh (18) und 
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verwandter Formen (,,gesteuerte Verbesserung") zu erleiehtern, zeigen sehon 
hoffnungsvolle Ansi~tze [8]. 

Wei te r  zu un te r suchen  w~re noch der  EinfluI3 der  pos i t iven  GrSl3e E'~ in  (10). 
E r s t  dann  ist  es m6glich,  gegebenenfal ls  den vollen Zusammenhang  zwischen ~2 
und  ($2 aufzukl/~ren. 
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